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SKIT

Zufallsvariablen und Zufallsprozesse
® Ausgangspunkt: Zufallsexperiment < 'Y
AN
L’ - -
® Elementarereignisse w; (i =1, ...,n o \*¢°
g Wi (l ) &O... \g

® Ergebnismenge Q = {wq, wy, ..., Wy}

® Eine Zufallsvariable (ZV) ist eine Zuordnung von Zahlenwerten zu den
Elementarereignissen w;

Abb. Aus http://www.stickyjam.de
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SKIT

Zufallsvariablen und Zufallsprozesse
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Zufallsvariablen und Zufallsprozesse

SKIT

Karlsruher Institut fur Technologie

() X (0)
® Ein Zufallsprozess (ZP) o o } oo e
ist ein Ensemble von T AN\ A FS o AV
Musterfunktionen: — ‘ >~ \\/
o xO() bzw. xD(t)
= t=t,
V()
® Also: _
| {x(t)|t=ti = x(tl) — £ > ¢
1 ()
> ZV
B (x(Olgmay = xO(0) | b ;
_ skalare Zufallsvariable: x1(t) x, (1)
- Musterfunktion . y
skalarer Zufallsprozess: {xl(t)} {xn(t)}
vektorieller Zufallsprozess: {)_czt)}
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Verteilungs- und Dichtefunktionen

® Verteilungs- und Dichtefunktionen
dienen der mathematischen
Beschreibung von ZVn und ZPen

W Verteilungsfunktion:
Wahrscheinlichkeit, mit der der
Wert der ZV x unterhalb einer
bestimmten deterministischen
Grenze ¢ liegt:

m F(&)=P(x<¢)

B F(-0)=0
F.(+x0)=1
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Karlsruher

Verteilungs- und Dichtefunktionen

® Dichtefunktion
Differentiation der Verteilungsfunktion nach &

&
px(§)=%Fx(c§) :»Fx(g)=_joopx(x)dx
P, (&)
F.(€) A
A —
1/ P(x<E)) P(E <x<¢&3)
/ > J £
0 & 0 & &3
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Verteilungs- und Dichtefunktionen ﬂ(".

® Bisher: Betrachtung von skalaren ZVn
B Jetzt: Vektorielle ZVn und Stochastische Prozesse

Bsp. fur eine vektorielle ZV: x = [X(tl) seens x(fn)]T

® n-dimensionale (Verbund-) Verteilungsfunktion

Fo(&otian &y aty)=P((x(t)<&) N0 (x(2,) <))

® n-dimensionale (Verbund-) Dichtefunktion

61/1
pﬁ(é:l’tl’”"fn’t”)::ag Gé:
1+ i

F(&.t,...8,.1,)
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Verteilungs- und Dichtefunktionen

® Zufallsprozesse:
® Skalarer ZP {x(t)}:
P(x(t;) < &) = E.(§, t1): eindimensionale Verteilungsfunktion
® Experimentelle Bestimmung von E,(§,, t;) Uber relative Haufigkeit
N bekannte Musterfunktionen xP(¢) (i = 1, ..., N) seien bekannt
xO®),, = xD(t;) <& sei N;-mal erfllt

2 @ ty) = Nl/N

)
® Eindimensionale Dichtefunktion: p, (&, t;) = 5_‘31Fx (&, t1)

® analog: vektorielle ZPe
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Bedingte Verteilungs- und Dichtefunktionen ™= b

® Gegeben: Zwei Ereignisse A und B

® Bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B): Wahrscheinlichkeit fur das
Auftreten des Ereignisses A bei eingetretenem Ereignis B

® Esqilt:

P(4]B)=2 (;1(;)3 ) (P(B)>0)

® Notwendig zur spateren Schatzung auf Basis gegebener Messwerte
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Karlsruher

Bedingte Verteilungs- und Dichtefunktionen
W EsseiA=Px <& undB=P(y =¢)

® Bedingte Verteilungsfunktion

g
j pxy(x,g)dx
Fx\y(g‘g) ==

py(s)

® Bedingte Dichtefunktion

Py (&59)
py(s)

Py (Ele) =

® Bemerkung:

® Obwohl B streng genommen infinitesimal klein ist, lassen sich beide
Ausdricke durch eine formale Grenzwertbildung erhalten
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Karlsruher

Bedingte Verteilungs- und Dichtefunktionen

® Bisher: Betrachtung von bedingten skalaren ZVn

B Jetzt: Bedingte Stochastische Prozesse und vektorielle ZVn

® Fir x = [x(6), ., x(e0)]'und y = [y (&), o, y(630)] il

* * pzy(é:latla--'agm 9tm)
gl’tl ,...,gm,t )Z — ” ”
pz(gl’tl ,...,gm,tm)

N
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Karlsruher

Bedingte Verteilungs- und Dichtefunktionen

B Kettenregel fur n-dimensionale Verbund-Dichtefunktion
® Gegeben: n ZVn x{(ty), ..., x,(t,) mitt; < - <t,

® Auflésen der Kettenregel nach der Verbunddichtefunktion und sukzessives
Einsetzen ergibt:

Pe(&n sty sy ty)
:pxn ‘xn—l...xl (5” ’tn‘é:”_l ’tn—l 2t é:l ’tl)'

| pxn_l‘xn_z X (fn—l s Uy ‘gn—2 sl sees érl ) tl) .

" Pyl (&.0lé,0)

" Py (gl ’ tl)
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Unabhangige Zufallsvariablen @ =25 e

® Ausgangspunkt: n-dimensionale ZV x = [x4, ..., x|

® Einzelne ZVn unabhéngig, falls

Fg(gl 30099 fn):Fxl(gl)"“'Fxn (gn)
B bzw.

pic(gl 50905 gn):pxl (51)"“'pxn (gn)

® Mit der Kettenregel gilt dann

pxl‘xz ..... X, (51‘529"'9 fn):pxl (51)
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Karlsruher

Unabhangige Zufallsvariablen

® Erweiterung auf vektorielle ZVn
x = [x(ty), ., x(@t)]" und y = [y(t]), .., y(t7)]"

® Unabhéngigkeit. Jede Komponente der einen ZVn ist unabhangig von
jeder Komponente der anderen ZVn

® Fur beliebige n, m ist dann

F)_CZ(éjl ,...,é:n 5G] se s gm):F)_C(éjl ”é:n)FX(gl geees gm)
bzw.

pzz(gl 9"'a§n > G 9o gm):p)_c(él 9"'3‘§n)'pz(gl RN gm)

B Wieder gilt:
p&‘g(fl CRERE) §n|gl RERE) Gm):pg(gl LRRRE) gn)
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Karlsruher

Unabhangige Zufallsprozesse

Unabhangigkeit der ZVn Ubertragt sich auf die ZPe:

® Skalare ZPe {x(t)} und {y(t)} sind unabhéngig, wenn die daraus

gewonnenen vektoriellen ZVn x = [x(ty), ..., x(t,)]T und [y(t)), ..., y(E:)]T

*

fur beliebige n und m und fur beliebige Zeitpunkte ¢4, ..., t;,,t], ..., tm

unabhangig voneinander sind

m Vektorielle ZPe {x(t)} = {[x; (t), .., x4 ()]} und {y(O)} = {[y1(6), .., Y (DT}
sind unabhangig, wenn jede Komponente des einen ZPes unabhangig von

jeder Komponente des anderen ZPes ist
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Karlsruher

Markoff-Prozesse

B ZP {x(t)} heildt Markoff-Prozess, wenn sein aktueller Zustand nur
vom Zustand zum unmittelbar zuruckliegenden Zeitpunkt abhangt

® Keine direkte Abhangigkeit von der weiteren Vergangenheit

® Furdie ZVn x(ty),..., x(t,) des ZPes zu den beliebigen Zeitpunkten
t; < t, < - <t,undfur beliebige ¢;,¢,, ..., &, gilt dann

P(x(t2) <& (x(tia) = &a) 0o 0 (x(0) = &) = P(5(8) < & x(t01) = £

® Die bedingten Verteilungs- und Dichtefunktionen lauten somit

. Fxn‘xn_l ce X (gn > Iy ‘gn—b lp—15 - 951 > tl) - Fxn‘xn—l (én > tn ‘gn—l > tn—l)

B pxn‘xn—l---xl (é:n > tn‘é:n—l Y S PP éjl atl) = pxn‘xn—l (‘fn > tn ‘ ‘fn—l > tn—l)
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SKIT

Markoff-Prozesse

® Vereinfachte Kettenregel der Dichtefunktionen bei Markoff-Prozessen

pJ_C(gn sl seees 981 ) tl) :pxn‘xn_l (fn ’ tn‘é:n—l ’ tn—l)'

) pxn_l‘xn_z (gn—l S ‘én—2 ) tn—2) )

© Pyl (& .08 1)
) pxl (51 > tl)
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Karlsruher

Erwartungswerte fur Zufallsvariablen

® Gegeben: ZV x(t;)

® Erwartungswert entspricht dem Ensemblemittelwert
+ 00
E{x(n)}= [ & p(&.10)d4

® Wird auch Mittelwert oder Moment genannt (Bezeichnung stammt aus
der Mechanik)

® Momente k-ter Ordnung E{(x — c¢)*} bezliglich ¢
® ¢ = 0: Gewbhnliches Moment

® ¢ = E{x}: Zentralmoment
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Erwartungswerte fur Zufallsvariablen

® Beispiele wichtiger Erwartungswerte:

® Erwartungswert
® Gewohnliches Moment 1. Ordnung

B{a()}= [ & p2l o) ds

® Quadratischer Mittelwert von x(t,)
® Gewohnliches Moment 2. Ordnung

E{x2 (4 )} = I Epe(&,1)dé

® Varianz von x(t;)
B Zentralmoment 2. Ordnung

+0

B{[x(0)- B} = [ [6- BT pe(6i0) d

— o0
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Karlsruher

Erwartungswerte fur Zufallsvariablen

® Rechenregeln

+ 0

o E{gW)= | e@p.(&)ds

® E{a}=a (akonstant)

0 E{a g(x)tbg, (x)} = aE{gl (x)} + bE{gz (x)} (a, b konstant)
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Erwartungswerte fur Zufallsprozesse i e

B Jetzt: Zwei ZVn x(t;) und x(t,) eines ZPes {x(t)} betrachtet

® Autokorrelationsfunktion (AKF)

+00 + 00

rex (15 12) = E{x(4) x(12)f = _[ _[ §i6rPxx (6151, 8, )dEAS,

—00 —00

B Autokovarianzfunktion

cor (5 12) = E{[x(8) - E{x (1)} ][ x(22) - E{x(2)} ]

+00 +00

- J. .[ [fl_E{x(tl)}] |:§2_E{x(t2)}:|pxx(§l 4,8 s h)dEdS,

® Es qgilt der Zusammenhang:
Cxx(tl ,tz):?'xx(tl ,tz)—E{X(tl)} E{X(tz)}

27.06.2016 Optimale Regelung und Schatzung — Stochastische Grundlagen Institut fiir Regelungs- und Steuerungssysteme



Erwartungswerte fur Zufallsprozesse i e

® Bisher: ZVn x(t;) und x(t,) aus demselben ZP {x(t)}
W Jetzt: ZVn x(t;) und y(t,) aus zwei ZPen {x(t)}, {y(t)}

® Kreuzkorrelationsfunktion (KKF)

rey (0, 12) = E{x(4) y(12)}
B Kreuzkovarianzfunktion

ey (01, 12) = E{[x(0) = E{x(a)} ] [7 (&) - E{¥(22)}]}

® Auch hier qilt:

Cey (1 2) =1y (0, 12) ~ E{x(n)} - E{p(12)]
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Erwartungswerte fur Zufallsprozesse e s
® Bisher: maximal zwei ZVn betrachtet
0 Jetzt: 2n ZVn betrachtet

® Fur die Erwartungswerte gilt dann:
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Erwartungswerte fur Zufallsprozesse ﬂ(".

Karlsruher Institut fur Technologie

W Korrelationsmatrizen
® /ZVn aus demselben ZP
rxlxl (tl,tz) rxlxn (tl,tz)

Ez;c(tl 3’2)3:E{£(t1)-f(t2) } —

_rxnxl (tl,tz) Vxnxn (tl,tz)

® /Vn aus verschiedenen ZPen

rle’I (tl ,tz) rxlyn (tl ,tz)

rxnyl (tl,tz) rxnyn (tl,tz)

25 27.06.2016 Optimale Regelung und Schatzung — Stochastische Grundlagen
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Erwartungswerte fur Zufallsprozesse @ =5 -

W Kovarianzmatrizen
® /ZVn aus demselben ZP

P (t212) = B[ (1) - E{x(0)} ][2(0) - E{x(2)} ] |

Cxlxl (tl ,tz) Cxlxn (tl ,tz)

_anxl (tl c tz) anxn (tl g tz)

® /Vn aus verschiedenen ZPen

Py, (t1,1,) = E{[g(tl)—E{z(ﬁ)}] [Z(fz)_E{X(fz)}]T}

CXIJ’I (tl ,tz) Cxlyn (tl ,tz)

anyl (tl ,tz) anyn (tl ,tz)
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Karlsruher

Erwartungswerte fur Zufallsprozesse

® Die Beziehungen zwischen Korrelation und Kovarianz ubertragen sich
analog aus dem Skalaren auf die Matrizen:

® ZVn aus demselben ZP

BM (tl ? t2) ~ EM (tl ’ 12)_E{§(tl)} °E{£T(t2)}

® ZVn aus verschiedenen ZPen

| =
I'<
—~
—_t
S~
\®)
N
—~—
=
—~
=~
[S—_ Y
S
——
——
<
~
—~
S~
\®)
N
N——

Bzg(tl h)=R
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Bedingte Erwartungswerte = bt

® Gegeben: ZweiZVnxundy
® Annahme: Es gilt y = ¢ > bedingte Dichtefunktion p,,, (§|s) bildbar

® Bedingter Erwartungswert

E{x| y}:=+fofpx|y(§lg) 25

® Es gelten folgende Rechenregeln
® FE{x|y} = E{x}, falls x und y unabhangige ZVn sind
o E{E{x|y}} = E{x}
" E{gO)xly}=9O) - E{x|y}
® Rechenregeln sind analog auf vektorielle ZVn Ubertragbar
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Eigenschaften von Korrelations- und ﬂ(".
Kovarianzfunktionen ... =5 el

® Gegeben: ZVn x(t;) und x(t,) aus dem ZP {x(t)}

® Aus der Definition der AKF folgt dann unmittelbar:

!

r (1, 12) = E{x () x(12)f = E{x(82) ()} = rx (82, 1)

® Hierausfolgtfurt; =t, =t:

r (1) =E{x2(t)} > ()

® Weiterhin ist die folgende Abschatzung moglich:

rxx(tl > t2)‘ S_|\_/rxx(tl 9tl)rxx(t2 9t2)
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Eigenschaften von Korrelations- und
Kovarianzfunktionen ﬂ(".

® Gegeben: ZVn x;(t;) und x,(t,) aus zwei skalaren ZPen {x;(t)}, {x,(t)}
® Die Verhaltnisse fur die KKF sind dann etwas komplizierter:

Py (0110) = E{x (8) %2 (1)} = E{xy ()31 (1)} = 7oy (12 21)
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Eigenschaften von Korrelations- und ﬂ(".
Kovarianzfunktionen

® Wenn die ZPe {x;(t)} und {x,(t)} unabhéngig sind (s. Folien 14-16),
gilt:

® Kreuzkorrelationsfunktion

P, (112 12) = E{xi (1)} - E{x,(22)]

® Kreuzkovarianzfunktion

Cx1x2 (tl ) t2) =0
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Eigenschaften von Korrelations- und
Kovarianzfunktionen

® Gegeben: Vektorieller ZP {g(t)} mit paarweise unabhangigen

E{x (1)} E{x2(2)]
E{xy ()% (1)}

Komponenten
Es gilt dann:
- E{x(n)x ()]
R, (6.12)= E{x, (fl)}:E{xl (12)}
| E{x ()} E{n ()}
] ) -

Pyy (6,13)=

Cxlxl(fl 1)

anxn (tl ) )

© E{x(0)E{x, ()]

E{x, ()%, (62)}

(Kovarianzmatrix hat also nur auf der Hauptdiagonalen Elemente +# 0)

27.06.2016 Optimale Regelung und Schatzung — Stochastische Grundlagen
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Eigenschaften von Korrelations- und ﬂ(".
Kovarianzfunktionen

® Gegeben: Vektorielle ZPe {x(t)} und {X(t)} mit paarweise
unabhangigen Komponenten

® Esqilt:

Ry, (t:0)=E{x(n)}: E{XT(fz) }
I_JJ_CX(ﬁafz):Q

(Kovarianzmatrix ist dann also die Nullmatrix)
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Eigenschaften von Korrelations- und ﬂ(".
Kovarianzfunktionen e o

B Gegeben: Additiver ZP {z(t)} = {x(t)} £ {y(t)}
® Furdie AKF gilt dann z.B.:

no(t.th)=ro (. 0)Er, (4. 6)£r, (4. 0)+7,, (4, 5)
® Entsprechendes gilt im vektoriellen Fall {z(t)} = {x(©)} + {X(t)}:

R, (0,6)=Ri(t1,0) £ R, (61,0) ¥R, (1, 52)+ R, , (11, 1)
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Unkorrelierte Zufallsprozesse @ =5 e

B ZPe {x,(t)}, {x,(t)} sind unkorreliert, wenn fur jedes t,, t, gilt:

Py (11 ) = E{x1 (1)} E{x2(12)

und

r)szl (tl, tz):E{X2 (tl)} 'E{xl (tz)}
® Wegen c,, (4 .6)="r, (4 .6)—E{x(1)}- E{x(t,)} gilt dann also auch:

C)Q)Cz (tl b tz) — CX2)C1 (tb tz) — O
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Karlsruher Institut fur Technologie

Unkorrelierte Zufallsprozesse

® Ubergang zu vektoriellen ZPen
()} = L1 (©), ., ;O {y (O} = 1), oo, Y (OIT)

® Die ZPe {x(t)} und {X(t)} sind fir alle t,, t, unkorreliert, wenn ihre
Komponenten unkorreliert sind, d.h.

Unkorrelierte

Ezz(tl’tz)zE{X(tl)}.E{XT(tz)} ZPe

Unabhangige
bzw. ZPe

® Unkorreliertheit Iasst keine Aussage zur Unabhangigkeit
der ZPe oder deren Komponenten zu (schwachere Eigenschaft)
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Stationare Zufallsprozesse ﬂ(".

® Ausgangspunkt: skalarer ZP {x(t)}
® Betrachtung der n-dimensionalen ZVn x = [g(tl), ...,g(tn)]T sowie der

fir beliebiges At gebildeten ZVn x(At) = [x(t; + At), ..., x(t, + At)]T

® Wenn dann die ZV x und die ZV x(At) fur n = 1,2, ... und beliebige
Zeitpunkte t,, ..., t,, dieselbe Verteilungsfunktion besitzen, heil3t der ZP
Stationér (auch: stationar im engeren oder strengen Sinne) und es gilt:

F (&5t &yaty)=Fo (&, + AL, .., 8 1, + At)

® Ist diese Bedingung nur fur n < k erflllt, so heil3t der ZP stationéar von
k-ter Ordnung

® Offenbar ist jeder stationare ZP von Ordnung k auch stationar von der
Ordnungm < k
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Karlsruher

Stationare Zufallsprozesse

® Folgerungen aus der Stationaritat:
® Momente 1. Ordnung sind zeitunabhangig
W Beispiel: E{x(t,)} = E{x}

® Momente 2. Ordnung sind nur von Zeitdifferenz t := t, — t; abhangig

W Beispiel: Vxx(fl ,tz)zE{X(ﬁ)'x(fz)}
= E{x(t) - x(t +7)}
=7,,(7)

Cyx (tl ) t2) = Cxx (7)
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SKIT

Stationare Zufallsprozesse bl

® Die Eigenschaften der Korrelationsfunktionen (vgl. Folien 29,30) ergeben
sich dann wie folgt:

m KKF: Fep, (7) = E{x(D)x, (1 +7)}

:E{xl(fl —T)xz(fl)}
=F {x2 ()x (¢ — T)}

=1 (-7)

oy (D) €41 (0) - 7130, (0)

B AKF: rxx(z-) = rxx(_z-)

(D) €1, (0) = E{x?} 20

(also: stationare AKF ist gerade Funktion mit positivem Maximum in 0)
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Stationare Zufallsprozesse ﬂ(".

Institut fur Technologie

® Ein skalarer ZP heil3t schwach stationér (auch: stationar im weiteren
Sinne, kovarianzstationar), wenn gilt:

® E{x(t;)}und E{x*(t,)} existieren und sind zeitunabhangig und

® die AKF . (t,,t,) existiert und hangt nurvon t :=t, — t; ab
(die Autokovarianzfunktion c,.,(t{, t;) hangt dann auch nur von t ab)

® offensichtlich gilt:

jeder ZP, der stationar oder von zweiter Ordnung stationar ist, ist auch
schwach stationar

Schwach
Stationare ZPe

Stationare
ZPe
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Karlsruher

Stationare Zufallsprozesse
B Ein vektorieller ZP {x()} = {[x;(¢), ..., x,(©)]T} heiBt stationdr, wenn

® alle Komponenten stationare ZPe sind

® alle Verbundverteilungsfunktionen von vektoriellen ZVn, deren Elemente
aus verschiedenen Komponenten von {x(t)} stammen, invariant
gegenuber Zeitverschiebungen im Sinne von der fruheren Bedingung

F (&t &yaty)=Fo (&, + AL, .8, 1, + AL

sind
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SKIT

Ergodische Zufallsprozesse bt

® Ein stationarer ZP {x(t)} heil3t ergodisch, wenn seine Erwartungswerte,
also die Ensemblemittelwerte, mit der Wahrscheinlichkeit 1 mit den
entsprechenden zeitlichen Mittelwerten einer beliebigen Musterfunktion

x@(t) Gbereinstimmen (i = 1, ...)

Stationare

® Es giltdann z.B. ZPe
Ergodische

ZP

(i) 1 (i) ’

E{x(t)} =x"(0):=lim — [ x7(1)ay
T—w 2T “r
| 7
1 (0) = X0 (Ox Dt +7) = lim — x(’) XD (4 +1)dy
T— o0 T

® Eigenschaft nicht beweisbar (Ergodenhypothese)
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Karlsruher

Leistungsspektren

B Gegeben: stationare ZPe {x(t)} und {y(t)}

® Dann: Fourier-Transformation der AKF und der KKF maoglich mit den
Wiener-Khintchine-Beziehungen:

W Spektrale Leistungsdichte (Leistungsdichtespektrum)

+00
S, (jo) :=i‘5{rxx(r)} = I 1 (0)e 7?dr
L
ra(0) = IS o)} == [ Se(jo)e do

B Spektrale Kreuzleistungsdichte (Kreuzleistungsdichtespektrum)

+00
Sy (jo) = S{rxy(r)} = I rxy(r)e_jmdr
+00
Iy (7) = S_I{Sxy(ja))} =i I Sty (jo)e! dw
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Karlsruher

Leistungsspektren

® Anhand der Definition sind verschiedene Eigenschaften ablesbar:

B S, (jw) gibt an, mit welchem Anteil die Frequenz w an der Gesamtleistung
des Prozesses beteiligt ist:

+ 00

rxx(rzO):E{xz} :i I S (jo)dw

—00

® Die Eigenschaften der Korrelationsfunktionen ubertragen sich gemal} der
Rechenregeln der Fourier-Transformation in den Bildbereich, z.B.

o 5, (j0)=S,u(-jo)
+ 00 . + o0

n S, (jo)= I ree (7)e/“Tdr =2 I ree(7) coswrdr =S, (o) (reinreell)
0

® Esgilt (ohne Beweis): S, .(jo)>0Vw
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Leistungsspektren ﬂ(".

® Beispiel: Tz (7)
R 7, (1) = Ke M K
N N 2K /A
- Sxx(w) = J{rxx(T)} = K}\Ziwz .
Sonderfall: A grof}
2 Sax (@)
a Sxx(o‘)):K¢NKE Aw

1+(24)° A 2K/

B (0= S_1{59cx(1—)} = %6(1-) JL»

- WeilBes Rauschen (s. spater)
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Normale Zufallsvariablen ﬂ(".

® Eine ZV x(t,) heildt normalverteilt (auch: Gaul3-verteilt), wenn qilt:

2
_1(51—"11)
e 2 01

px(EL tl ) — \/%0'1

B my = E{x(t1)}, 0f = cyux(ty,t1)

® Die Dichtefunktion wird also durch die ersten beiden Momente
vollstandig beschrieben

ll?* \I'u
® Gestalt der Dichtefunktion: typische ,,Gaul3-Glocke*
,-f”# / ! \tr‘\\
::' ;i*’/ . Q\::m::‘
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Normale Zufallsprozesse @ =5 .

® Ausgangspunkt: ZP {x(t)}

® Vektorielle ZV x = [g(tl), ...,g(tn)]T aus {x(t)} bei tq, ... t,, entstanden

® Wenn x fur beliebiges n und beliebige t4, ...t,, normalverteilt ist, so ist
{x(t)} ein normaler ZP (Gaul3-ZP)

® Zugehorige Dichtefunktion:

1 S
pe(&.0 . & ty)= - e 2
(@) L det N
mit
T

B r=[4,...¢,]

" m=E{x(r)f

0 N=E{(z(t)—m)-(3_6(t)—m)T}
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Normale Zufallsprozesse

® Spezialfalln = 2

® Dichtefunktion:

1
1 --0(4.%)
pxx(§19t1,§2,12)= 2'8 2
27[0'10'2\/:
® Dabei:
2 2
1 s —m | (fl—ml)(fz—mz) & —m,
O Q(fl 5 52) - 1—p2 [( o ) 210 o + -

a ol- E{[x(tl-)—E{x(ti)}T} (i=1,2)

Cxx (tl s t2 ) . .
" p= (Korrelationskoeffizient)
0107
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Normale Zufallsprozesse ﬂ(".

Institut fur Technologie

® Ausgangspunkt: Vektorieller ZP {x(t)}

® Vektorielle ZV x = [zl(tik), s X1 (thy )s oo X (tfn*)) rees Xn (tﬁﬁ*))r

® Komponenten von x jeweils bei t}, ...,t,g’;*) aus {x(t)} entstanden

® Wenn x fUr beliebiges n und beliebige t7, t,?f normalverteilt, dann
ist {x(¢t)} ein normaler vektorieller ZP

® Normale ZPe sind durch ihre 1. und 2. Momente vollstandig festgelegt,
daher gilt bei ihnen

® Schwache Stationaritat & Stationaritat (vgl. Folie 40)

® Unkorreliertheit & Unabhangigkeit (vgl. Folie 36)
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WeiRes Rauschen ﬂ(".

® Ein skalarer normaler ZP ist ein Gaul3‘sches Weiles Rauschen in
kontinuierlicher Zeit, wenn fur seine Autokovarianzfunktion gilt:

ot ta) =q(t)- 6t — 1)

® Sonderfall: {x(t)} stationér mit E{x(t)} = 0: ()
Cex(7) =1, (7) =q0(7) q
[
> W
Sex(@) =g

® Bemerkungen:
® Wirde unendlich hohe Leistung bedeuten
—> physikalisch nicht realisierbar
® Nautzliche Approximation innerhalb eines begrenzten Frequenzbereichs
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WeiRes Rauschen ﬂ(".

® Ein vektorieller normaler ZP {x(¢)} ist vektorielles Gaul3‘sches Weiles
Rauschen in kontinuierlicher Zeit, wenn qilt:

Py (ty,t3) = Q(E1) - 6(8 — £2)

® Ein skalarer normaler ZP in diskreter Zeit {x(t,),v = 0,1, ... } heil3t
Gaul3‘'sches Weilles Rauschen in diskreter Zeit, wenn fur ihn gilt:

1 far k=X
O far k=X
(6: Kronecker-Symbol)

Cxx(tk»tx) = Q(tk) . 6k)((k»)( =0,1, ) O x :{

® Ebenso ist ein vektorieller Normaler ZP {x(t,),v = 0,1, ... } ein vektorielles
Gaul3'sches Weilles Rauschen in diskreter Zeit, wenn gilt:

Bﬂ(tk' tx) = Q(tk) ) 5k)((kr)( — 0,1, )
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